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3. Sistemas de n ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden

Se define un sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias de pri-
mer orden y dimension n como un conjunto de n ecuaciones de la forma

zi(t) = an(t)z(t) + -+ an(t)zn(t) + bi(2),
t) = an(t)zi(t) + - + aw(t)zn(t) + ba(t),

(1)

() = am(O)21(t) + - - 4 ann(D)za(t) + bn(t),

donde a;;(t) y bi(t), para todos 7,7, 1 <4,j < n, son funciones reales continuas definidas
sobre un intervalo I C IR. Cuando las funciones a;;(t) son constantes, esto es, a;;(t) = a;j,
se dice que el sistema es de coeficientes constantes.

Si introducimos la funcién matricial

A(t) = (ai; (), ;<.

y las funciones vectoriales
T
B(t) = (by(t),...,bu(t))",

X(t) = (z1(t), ..., za ()",

donde T indica el vector traspuesto, entonces el sistema (1) se puede escribir como una
ecuacion diferencial lineal de la forma

X'(t) = At)X(t) + B(t), (2)

donde X'(t) es la funcién vectorial cuyas componentes son las derivadas de las compo-
nentes de X (¢). Llamaremos a A(t) matriz de coeficientes del sistema y B(t) término
independiente. Si B(t) = 0, es decir, B(t) es el vector nulo para cada ¢t € I, entonces
se dice que el sistema es homogéneo. En caso contrario se dice que es no homogéneo
o completo.

Una solucién del sistema (1) es un conjunto de n funciones 1 (t), ..., z,(t) definidas
en un intervalo I C IR con valores en IR, son derivables con continuidad en I y satisfacen
las n ecuaciones del sistema (1) para todo t € I. Equivalentemente una solucién de la
ecuacién lineal (2) es una funcién vectorial X () = (x1(t),...,2,(¢))T definida en un
intervalo I C IR con valores en IR", diferenciable con continuidad en [ y que satisface la
ecuacion (2) para todo t € I.

Cuando la dimensién del sistema sea dos usaremos z(t) e y(t) para designar las com-
ponentes de la funcién incégnita X (t), esto es, notaremos X (t) = (x(t),y(t))” y cuando

la dimensién sea tres notaremos X (t) = (z(t), y(t), z(t))*.

4. Problema de Cauchy: Existencia y unicidad de so-
luciones

Un problema de valores iniciales o problema de Cauchy consiste en lo siguiente:
Se dan A € C°(I, M(n,IR)) y B € C°(I,IR") y se da un punto (t, Xo) € I x IR". Se trata



Dpto. Matematica Aplicada, Facultad de Informatica, UPM EDO Sistemas Lineales 2

de hallar, si es posible, algin intervalo J C I tal que J 3 tg y alguna funcién X : J — IR",
X € CYJ,IR"), tal que satisfaga

X'(t) = A@)X(t)+ B(t)
(P){ X(t)) = Xo

para todo t en el intervalo J, entorno del punto t,.

Teorema 4.1. Dado un intervalo I C IR, sean A € C°(I, M(n,IR)) y B € C°(I,IR").
Entonces, fijado (ty, Xo) € I x IR" el problema (P) tiene solucion inica definida en I.

5. Estructura del conjunto de soluciones

Vamos a ver que el conjunto de todas las soluciones de un sistema diferencial
homogéneo de dimensién n,

X'(t) = A()X (1), (H)

con A € C°(I, M(n,IR)), que denotamos por Sy, tiene estructura de espacio vectorial de
dimensién n y que el conjunto de soluciones del sistema completo

X'(t) = A@t)X(t) + B(t), ()

con A como antes y B € C°(I, IR"), que denotamos por S, tiene estructura de espacio afin
sobre el espacio vectorial de las soluciones del sistema homogéneo asociado.

Las siguientes propiedades de las ecuaciones homogénea (H) y completa (C') son de
comprobacion inmediata con solo tener en cuenta la propiedad de linealidad de la derivada.

Propiedades 5.1. (i) 5t X y X son dos soluciones de la ecuacion (H) entonces c; X +
o X también es solucion de la ecuacion (H), donde ¢, y co son dos nimeros reales
arbitrarios. En consecuencia, Sy es un subespacio vectorial de C*(I, IR"™).

(i) Si X y X son dos soluciones de la ecuacién completa (C) entonces X — X es una
solucion de la ecuacion homogénea (H).

(iii) Si X es solucion de la ecuacion (H) y X es una solucion de (C) entonces X + X
es una solucion de (C).

Proposicién 5.2. Bajo las hipdtesis iniciales, se verifica que Sy es un espacio vectorial
de dimension n. En consecuencia, si Xy,...,X, forman una base de Sy, entonces toda
solucion de X'(t) = A(t) X (t) en I se puede expresar de la forma

X(#) = Xi(t) 4+ caXn(t),
para ciertas constantes cq, ... ,c, reales.

>Demostracion: Ya se ha observado que Sy tiene estructura de espacio vectorial. Vea-
mos qué dimension tiene este espacio. Fijamos un ty € I. Definimos la aplicacién

v SH — R"
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Se tiene que V¥ es, trivialmente, lineal. Ademas, ¥ es sobreyectiva pues para todo X, €
IR", por el Teorema de Existencia y Unicidad existe una solucion de X'(t) = A(t) X (t)

t)
tal que X (t9) = Xy y es inyectiva ya que si X y X € Sy son tales que U(X) = ¥(X)

entonces X (t9) = X (o) y, por la uniciad de soluciones, se concluye que X = X. Asi, ¥
es un isomorfismo y, por tanto, se concluye que

dim(Sy) = dim(IR") = n.

Proposicién 5.3. Si X,(t) es una solucion particular de X'(t) = A(t)X(t) + B(t), en-
tonces cualquier otra solucion de la ecuacion completa se puede expresar de la forma

X(t) = Xp(t) + Xu(t),

siendo Xp(t) una solucion de la ecuacion homogénea asociada. Esto es, se tiene S =
X,(t) + Su y, en consecuencia, S es un espacio afin sobre el espacio vectorial Sy.

>Demostracién: Por (iii) de Propiedades 5.1 sabemos que toda solucién que se expresa
de la forma X, (¢) + Xy (t) es solucién de la ecuacién completa. Sea ahora X (¢) cualquier

otra solucién de la ecuacion completa. Esta se puede escribir como
X(t) = Xp(t) + (X(t) - Xp(t))a
donde X(t) — X, (t) verifica la ecuacién homogénea puesto que es la diferencia de dos

soluciones de la ecuacién completa. Finalmente poniendo X (t) = X (t)—X,(t) se concluye
la demostracién de esta proposicion.<

6. Soluciones del sistema homogéneo

6.1. Dependencia e independencia de funciones

Se dice que k funciones vectoriales X, X, ..., X} definidas sobre un intervalo I
son linealmente dependientes en [ si existen constantes cq, cs, ..., ¢k, no todas nulas,
tales que

Cle(t)+CQX2(t)++Cka(t) :0, Vit el
y en caso contrario se dice que X1, Xs,..., X, son linealmente independientes en I,
esto es, si
A X1(t) + o Xo(t) + -+ - + e Xi(t) = 0, Vtel = c=c==c,=0.

Obsérvese que, en particular, cuando se tienen sélo dos funciones, X; y Xs, éstas son
linealmente dependientes en [ si, y sélo si, existe una constante ¢ tal que X;(t) = cXs(t)
para todo t € I.

6.2. Wronskiano

El wronskiano de n funciones vectoriales X1, X, ..., X, siendo las n compo-
nentes de X; = (x;(t), xo;(t), ...,z ()T para cada i, 1 < i < n, se define como el
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determinante n x n

x11(t) x12(t) - x1(t)
WX X)) = xgl'(t) 1’22'(1',') . ,fl’jgn'(t)
tat) Tolt) - T(t)
También usaremos para el wronskiano la notacion W[Xy, ..., X,] 6 W(t) segin que-

ramos destacar las funciones que intervienen en el determinante o el hecho de que éste es
una funcion de valor real.

Teorema 6.1. Dadas n funciones vectoriales X1, Xs, ..., X, definidas sobre un intervalo
abierto I, se tiene que

(a) Si X1, Xs,..., X, son linealmente dependientes en I entonces

W[X1,..., X)) =0 Viel

(b) Sean X1, Xs,..., X, son soluciones en I de un mismo sistema homogéneo de dimen-
sion n, X'(t) = A(t)X(t), con A € C°(I, M(n,IR)). Entonces X1, Xs, ..., X, son
linealmente independientes en I si y solo si

W[X1,..., X)) £0 viel

>Demostracién: (a) Supongamos que existen constantes ¢y, ¢a, .. ., ¢, no todas nulas
tales que
01X1<t)+C2X2(t)++Can(t) =0 Vtel.

Consideramos el siguiente sistema, para cada t € I,

01$11<t) + Cgl’lg(t) + -+ cnxln(t) = 0,
C1T21 (t) + Cgl’gz(t) + -+ Cn$2n(t) = 0,

Se sabe que un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n incégnitas tiene una
solucion no trivial si, y sélamente si, el determinante de sus coeficientes se anula. Puesto
que aqui las incognitas son cq,...,c, y el determinante de coeficientes es el wronskiano
de Xi,..., X, en t, se sigue que W(t) = 0 para todo t € I.

(b) La condicién W[Xy, ..., X,](t) # 0 para todo t € I es suficiente para concluir la

independencia lineal de X1, ..., X, por el apartado anterior. Probemos que la condicion
es necesaria. Supongamos que W (ty) = 0 para algun t, € I y vamos a probar que esto
implica que las soluciones X7, X5, ..., X, son linealmente dependientes. Consideramos el

sistema de n ecuaciones lineales homogéneas

c1211(to) + cox12(to) + -+ - + cuzin(to) = 0,
Cll’gl(to) + CQQZQQ(to) + -+ Cnlgn(tg) = O,

C1Tn1 (to) + CQInQ(t0> + -+ Cndlnn(to) = 0
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en las incégnitas ¢y, ¢a, . . ., ¢,. El determinante de coeficientes de este sistema es W (ty) y
puesto que W (ty) = 0 existe una solucién no trivial. Esto es, existen nimeros ¢y, ¢, . . ., ¢,
no todos nulos, tales que se cumple la identidad

Cle (to) + CQXQ(tO) —+ 4 Can<t0) =0.

Consideramos entonces la funcién vectorial ¢; X (t) + coXo(t) + - - - + ¢, X,,(t) definida en
I que evidentemente es solucién del problema de Cauchy

{ X'(t)=A(t)X (1)
X(ty) =0

Ademas, la solucién trivial X = 0 también es solucién de este problema de Cauchy,
entonces, por la unicidad de solucion que nos garantiza el Teorema 4.1 puesto que partimos
de la hipdtesis de que A(t) es continua en I, se tiene que

aXi(t) + X))+ + e X,() =0 Vel

lo que contradice la hipdtesis de independencia lineal. Por lo tanto, W (t) # 0 para todo
t € I como queriamos probar.<

Observaciéon: Del teorema anterior se sigue que si el wronskiano de n soluciones se
anula en un punto entonces se anula en todo punto.

Teorema 6.2. (de Jacobi) Si X, Xs, ..., X, son soluciones del sistema X'(t) = A(t) X (t)
en un intervalo abierto I en el que A(t) es continua, entonces

W(t) _ W(to)eftto tT‘A(S)dS

para cierto valor ty € I, siendo trA la traza de la matriz A, esto es, trA(t) = a;;(t) +
Clgg(t) + -+ ann(t)

>Demostracion: Teniendo en cuenta que la derivada de un determinante n X n es la
suma de los n determinantes obtenidos al derivar por separado las filas del determinante
original, se tiene que

2 (t)  75(t) T, (1) z11(t) 712(t) T1n(t)
To1(t) xoa(t ZTon(t To1(t) oot ZTon(t
%W(t) B .() '() .() N '() ’() .()
To1(t) Tna(t) -+ Tun(l) T (1) ao(t) - @, (1)

= Wi(t)+ -+ W,(t)
Como para cada i, 1 <i<mn, X, essolucién de X'(t) = A(t)X(t) entonces

i (t) i1 (t) > i1 i)z (t)
2, (1) rint) S (Dt
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Sustituyendo estas expresiones en W;(t) nos queda

x11(t) z12(t) T T1n(t)

rini (1) ren) o i)
Wi(t) = | 2jo ai(Drjn(t) D25 aii(B)xje(t) - D20 ai(t)ziu(t)

Tit11(t) Tit12(t) e Tit1n ()

Za(t) o) 2wl

Por propiedades de los determinantes vemos que

Por lo tanto la expresion para W(t) se reduce a

W'(t) = (a1 (t) + age(t) + -+ + A (£))W(t) = tr A(t)W (t)

Finalmente, resolviendo esta ecuacién de variables separables obtenemos la férmula
de Jacobi.«

6.3. Matriz Fundamental

LLamaremos matriz fundamental del sistema X'(t) = A(t)X(t) a aquella
matriz cuyas columnas son una base del espacio Sy de soluciones de dicho sistema.

6.3.1. Solucién general del sistema homogéneo

Proposicién 6.3. Sea ® una matriz fundamental del sistema X'(t) = A(t)X(t) en un
intervalo I. Entonces, la solucion general del sistema homogéneo en I se puede expresar
en la forma

X(t) = 2(t)C,

donde C' = (c1, ¢y, ..., c,)T es un vector constante arbitrario.

7. Soluciones del sistema completo

Sea la ecuacién vectorial completa X'(t) = A(t)X(t) + B(t), entonces, si O(t)
es una matriz fundamental de la ecuacién homogénea asociada y X,(¢) es una solucién
particular de la completa, la solucién general de la ecuacién completa sera de la forma

X(t) =X, + 0(t)C,
donde C' = (cy,...,c,)" es un vector de constantes arbitrarias.

Teorema 7.1. (Método de variacién de constantes) Sea ¢ una matriz fundamental
de X' = A(t)X entonces



Dpto. Matematica Aplicada, Facultad de Informatica, UPM EDO Sistemas Lineales 7

(a) Emiste una solucion particular del sistema completo X' = A(t)X + B(t) que es de
la forma X,(t) = ®(t)C(t) donde C(t) satisface ®(t)C'(t) = B(t). Explicitamente,

(b) La solucion general del sistema completo es de la forma

X(t) = d(t)C + d(t) / d(t)B(t)dt,

T

con C = (cy,...,cn)" un vector constante arbitrario.

>Demostracién: (a) Ensayamos una solucién particular del sistema completo de la
forma

donde C(t) = (ci(t), ..., ca(t))T.
Sustituyendo ésta en la ecuacién matricial dada nos queda
(@()C(1)) = A(t)((t)C(t) + B(1).

Aplicando la regla de derivacion para el producto de funcién matricial por funcién vectorial
en el lado izquierdo de esta ecuacion obtenemos

(H)C(H) + 2(H)C'(t) = A(H)(R(H)C(H) + B(?). (%)

Por ser ® matriz fundamental de X’ = A(t) X se verifica ®'(t) = A(t)P(¢) y, atendiendo a
la propiedad asociativa del producto de matrices, podemos reemplazar en (x) el producto
A(t)®(t)C(t) por ®'(t)C(t) con lo que, simplificando, resulta

O(t)C'(t) = B(t).
Puesto que ®(t) es inversible esto implica que
C'(t) = 1 (t)B(t).

En consecuencia, integrando se obtiene

de donde, substituyendo en X, resulta

X,(t) = d)(t)/(l)_l(t)B(t)dt.

(b) Es una consecuencia inmediata del apartado anterior y del hecho de que todas
las soluciones del sistema completo se escriben como la suma de la solucion general del
sistema homogéneo asociado y una solucion particular del sistema completo.

Observacion En particular, la solucion al problema de Cauchy

X'(t) = A@)X(t)+ B(t)
{X(to) == X(]
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con (tg, Xo) € I x IR" se expresa de la forma

t
X(t) = ®(t)D 1 (tg) X, + <I>(t)/ d1(s)B(s)ds.
to
A continuacién damos una propiedad de las ecuaciones completas muy 1til para re-
solverlas cuya demostracion se puede hacer sin dificultad.

Propiedades 7.2. (Principio de superposicién) Para cada i, 1 < i < g, sea X,
una solucion particular de la ecuacion completa X'(t) = A(t)X(t) + Bi(t), con A €
Co(I,M(n,R)) y B; € C°(I,IR"). Entonces Y I_, X,, es una solucidn particular de la

ecuacion completa

X'(t)=At)X(t) + Zq: B;(t).

8. Sistemas lineales con coeficientes constantes

La ecuacién diferencial con coeficientes constantes X'(t) = AX(t) con A €

M(n, IR), tiene una matriz fundamental de la forma ®(t) = e*’. Se verifica que 4e**

Aet luego e? es una matriz fundamental ya que sus columnas son soluciones linealmente

independientes del sistema X'(t) = A X (¢). Ademéds, ®(t) = e donde Q es una matriz
inversible también es una matriz fundamental.

Proposicién 8.1. Sean A € M(n,IR) y v1,...,vy € C" vectores linealmente indepen-
dientes, entonces las funciones vectoriales ettvy, . .., eAtvy son linealmente independientes
en IR.

>Demostracion: Supongamos que

aleAtvl + -+ ozkeAtvk =0

entonces

eMayvy 4+ ap, Vi) = 0,
y puesto que e“? es inversible para todo t € IRy vy, ..., v son linealmente independientes,
se sigue que a; =g = -+ =, = 0.4

Definicién 8.2. Si A es un autovalor de A, se llama vector propio (autovector) ge-
neralizado de A asociado a A a todo vector v € € no nulo tal que v € ker(A — AI)* para
algin k € IN.

Para cada autovalor A de A de multiplicidad m vamos a construir m soluciones del
sistema linealmente independientes. Veamos cémo se haria esto.

Si dim(ker(A — AI)) = n; entonces elegimos vy,...,v,, € Ker(A — M) que sean
linealmente independientes y consideramos las funciones vectoriales

At At
€ Vi,...,€ Vp,.

Cada una de estas funciones es solucion del sistema pues es el producto de una matriz
fundamental, e, por un vector de constantes. Ahora bien, para hallar la funcién vectorial

eAtvj, con 1 < j < ny, no es necesario calcular la matriz exponencial e puesto que

eAth = MeAADty €>\th
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ya que v; € ker(A — \I) y, por tanto (A — AI)* = v; = 0 para todo k > 1.

Si ny = m; ya habriamos terminado el proceso para el autovalor .

En el caso en que n; < m entonces hallamos el espacio ker(A—\I)?. Si dim (ker(A — A\ )?) =
ng entonces elegimos ny —ny vectores de este espacio que sean linealmente independientes
y que no pertenezcan al ker(A — AI) para asegurar que sean linealmente independientes
con vy, ..., vy, elegidos anteriormente. Sean éstos vy, 11, ..., Vy, , entonces consideramos
las funciones vectoriales

At At
€ Vpi+ly---, € Vpy

que, del mismo modo que antes, son soluciones del sistema.

Ademés, estas funciones se pueden hallar sin necesidad de calcular e4* pues para cada
7, n1+1 <7 < no, se cumple que

ety = MMty = AT (A — NIV,

dado que como v; € ker(A — AI)? se verifica que (A — AI)Fv; =0 para k = 2,3, ...

Si ng = m se habria terminado el proceso para A. Pero si ny < m se halla el ker(A—\I)3
y se procede de forma analoga a la descrita hasta ahora, y asi sucesivamente hasta llegar
a un ker(A — \)® cuya dimensién sea ny = m (la multiplicidad de ;). Elegimos ng — ns_;
vectores v;, j = ns,_1 +1,...,n, de este espacio que sean linealmente independientes y
que no pertenezcan al ker(A — AI)*~1. Se tiene que

At oM (A=At

€Vj = Vj

t2 t3 ts—l
ISY’ _ VRN AT Y . L L A Y SR Y et e
= eI+ (A ,\I)t+2!(A M) +3!(A A)° + +<S_1)!(A M) ) v;
Por tanto, habremos obtenido las m soluciones del sistema asociadas al autovalor A:

eAtvl, R ,eAth.

Supongamos que A tiene A\, ..., \; autovalores con multiplicidades mq, ..., my respecti-
vamente (observemos que my + ...+ my = n). Siguiendo el procedimiento anterior para
cada \;, 1 <1 < k, obtenemos las n soluciones

At 1 At_1 Atk Atk
{e5vy, eV, etV ey L (3)

y la matriz fundamental ®(t) cuyas columnas son dichas funciones, es decir,

(1) :eAt(V},...,Vim,...,vlf,...,vﬁlk)

Observacién: La matriz exponencial e, que es una matriz fundamental, se puede ob-
tener a través de ®(t) ya que

A= D) (v, v v VR

Matriz Fundamental mediante la Forma de Jordan
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Teorema 8.3. (Forma Candnica de Jordan) Sea A € M(n,C), se verifica que existe
una matriz P inversible (no singular), que llamaremos matriz de paso, tal que

A=PJ,P!

donde J4 es de la forma

i 0

Ja = ~ .
0 J,
y para cada i = 1,...,r la caja J; es de la forma
Aol 0
Ji = A

siendo A; un autovalor de A.
La matriz J4 se denomina forma candnica de Jordan de A y, salvo permutaciones de
los bloque J;, estd univocamente determinada.

Aplicando este teorema y las propiedades de la matriz exponencial se tiene que

1 _
eAt —_ ePJAP — PeJAP 1,

luego, se trata de hallar e’4. Es facil comprobar que

Jk 0
entonces

0 ert
y el problema se reduce a hallar e’i*. Podemos escribir

1 0 0 1 0
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y entonces, teniendo en cuenta las propiedades de la matriz exponencial,

eJit — G(Ailni'i'Ni)t — ez\iteNit‘

Ahora bien, como

00 1 0 R 0
N} = " 1|, N = e
) 0
0 0 0 8
0 0 |
R I BV A ()

0 0

entonces, sustituyendo estas matrices en (4), se tiene que

Jit Ait t o tni=? 3 it ni—1
et = e ]m—i_iNl—'_ENz—'__{— 'Ni+ N/

1 i ﬁ tn,LfQ tni71

1! 2! (g —2)! (ni—lg!

1 £ £ i ?

1 2! (n;—2)!

it '
= e ) (%)

L
1 t

-

Por tanto,

donde para cada i, 1 <i <r, e’ viene dado por (x).

11

Observacion: Multiplicando por la matriz P a la derecha de esta tltima expresion

se tiene que e P = Pe’4 y ésta es también una matriz fundamental.

Si A es una matriz diagonalizable entonces los cédlculos de la matriz fundamental se
simplifican mucho dado que A = PDP~! donde D es una matriz diagonal en cuya diagonal
principal aparecen los autovalores de A y P es una matriz inversible. Por tanto, Pe”! es
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una matriz fundamental y se comprueba facilmente que

et O

siendo Aq,..., A, los autovalores de A.



